Matematici speciale si metode numerice

NUMERE, FUNCTII S1 SERIl COMPLEXE

Cel mai fascinant lucru in matematica

este faptul ca i eR.

1. Numere si functii complexe

Z=X+Iy, X Y€ R este numar complex algebric. (alg)
Numarul complex Z = X —iy se numeste conjugatul numarului complex

z. Numarul complex z poate fi scris sub forma trigonometrica:

(trig)

z =p(cosa+isina), si sub forma exponentiala:

=27, (exp)

n care modulul p si argumentul o sunt date de relatiile

_ 2 2 _ X . _ .y
=4X"+Yy", oL =arccos— s1 o =arcsin—.
P

N

p=l4=@2)
p

Numerele complexe z, = pl(cosal +isin (xl) siz,= pz(cosa2 +isin otz) sunt
egale daca p, =p, si a, =a, +2kn; (K e 2).
Accent: Retinem cele trei forme ale numerelor complexe (alg), (trig),

(exp).

1.1. Operatii cu numere complexe
Fie numerele complexe:

z, =X +ly = pl(COS(xl +isin (xl) siz,=x,+iy, = pz(cosa2 +isin 0‘2)
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z,tz, =X %X, +i(yliy2),
29025 = X253 YaYah i(xlyZ +X2y1)'
2_1 _X Xty t i(XZyl _lez)
- X3 +Y;

N

_ i(a1+a2)
2°Z; =PjP; € '

h (e
Z, P,
.a+2km

; i—
zf=p£‘.e'"“1;q/z_1=pl‘e n k=0n-1
n

1.2. Functii complexe de variabila reala
Functia f:AcR —> C se numeste functie complexd de variabild
reald. Dacd A este un interval si f este o functie continua atunci functia se
numeste curbd. Notam variabile cu t. Cum f(t) e C vom folosi pentru f(t)
notatia: z(t) = x(t) + iy(t).
Ecuatia
Z=2z(t) Q)
reprezintd ecuatia in complex a curbei. Ecuatia (1) poate fi inlocuitd de
ecuatiile
x=x(t), y=y(t) @
numite ecuatiile parametrice ale curbei (t se numeste parametru).
Diagrama unei functii complexe de variabild reald z = z(t) este curba plana
reprezentatd grafic, insotitd de un procedeu grafic de corespondenta intre
valorile parametrului t si punctele de pe curba. Curba se numeste suportul
diagramei.
Diagramele rezolva doua probleme:

1. Pentru momentul t se determina punctual pe curba.
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2. Fiind dat punctual de curbd, determindm momentul caruia fi

corespunde acest punct.

1.3. Functii complexe de variabild complexa
Daci D este un domeniu din C, aplicatia f : D — C se numeste functie
complexa de variabild complexa (numele functiei este dat de codomeniu ).

Consideram variabila complexda z = x + iy functia are forma

F(2) =f(x+iy) = U(X,y) +iV(X,Y),
U(x,y) =Ref(2), V(x,y) =Im f(2).

Dacd z,#z, implica f(z)#f(z,) si reciproc, pentru orice

z, i z, € D, atunci f(z) este univalentd pe D. Functia f(z) este uniforma pe D

daca isi conservd valoarea f(z) din punctul z; si la revenirea variabilei z in

Z(y dupd ce in prealabil a descris un contur (y) din D pentru orice z,eD.

Daca nu este uniforma atunci f(z) este multiformd. Vezi functia radical si
logaritmic.

Functia f(z) derivabilda in z se numeste monogend in Zz;. Functia f(z)

monogena in orice punct din D se numeste olomorfa pe D.
Teorema. Functia f(z) = U (x,y) + iV(x,y) este monogena in

Z,=X,+ iyO din D daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:

ouU oV
_(Xo’yo):_( O'yo)
oxX oy

(C_R) au(x )_ 6V( )
E 0 Yo T ox 0 Yo
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numite conditiile Cauchy — Riemann f'(z) = A +i Gl
OX  OX

Tipuri de puncte
Definitie.

(8) Punctul a este punct ordinar al functiei f(z) daca existd un domeniu D
de olomorfie a functiei f(z) care-I contine pe a.

(b) Punctele din C care nu sunt ordinare pentru f(z) se numesc puncte
singulare pentru f(z).

(c) Punctul z = a este pol de ordinul p pentru f(z) daca este punct ordinar

pentru functia

o(2)=(z-a)f’f(2); o(a)=0.

Natura punctului de la infinit pentru functia f(z) este datd de natura punctului

F(z) = fG) .

Functiile rationale au numai singularitati de tip poli.

z =0 pentru

Functia radical
z="Yw ©)
Este inversa functiei putere
w=2z" @)
Daca w=p- el® , atunci (3) are solutii distincte

ic)+2k11

zk=%-e n k=0,n-1 5)

Argumentele lui z, din (5) se scriu (pentru 6, = 9)
n

0.,0 +2n—“,e L g Al )

0’0 0
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Atunci, planul (z) va fi impartit in sectoare prin semidreptele de ecuatie

argz=60+2—kﬁ,k=0,n—1 @)
n
Toate semidreptele din (7) au ca imagine Tn planul (w) semidreapta
argw =nf,

Functia (4) este univalenta in sectoarele

I, =[60+&,90+M)k=0,n—1
n n

w =0si W =00 sunt puncte critice algebrice .
Functia exponentiala este functia
f(z) =e? =X =eX(cosy+isiny)
Deoarece e* =e**?™ rezultd ci este periodica de perioadd 2ri . Este definitd
n tot planul (z) exceptand punctul z =o0.
Observatie: |ez| =e* i arge’ =y

Functii construite cu ajutorul functiei exponentiale. Din relatiile lui

Euler
iu +e—iu _ iu _e—iu
COSU=———; sinu = -
2 2i
se obtin extinderile in complex
eiz +e—iz _ iz _e—iz
c0Sz=——; Sinz=——— (8)
2i
Functiile hiperbolice
e’ +et . e’ —e”’
coshz:T; smhz:T. 9)

Functiile (8) si (9) sunt olomorfe in orice domeniu care contine punctul de la

infinit. Se folosesc aceleasi reguli de derivare ca in cazul real.
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Functia logaritmici este inversa exponentialei. Ecuatia €* =w are
solutia z = In w. Dacd z =X +iy; w=pe'® obtinem
z =In(pe'®) = In(pe' @2 = In p +i(w+ 2kn), ke Z.

Pentru k intreg rezulta ca functia logaritm este multiforma cu o infinitate de

ramuri §i are ca puncte critice z =0 si z= oo, nuMite puncte critice logaritmice.

2. Aplicatii la numere complexe

z-1

1. Determinati z € C astfel incat Im[
z+1

j =0 R: Fiacand efectiv

calculele obtinem —2x = 0, deci z = iy.
2. Determinati modulul §i argumentul pentru i, -2i, -3, 3.

3. Determinati multimea punctelor z € C pentru care:

a) argz—E
4

b) 0§argz<§

c) arQZEF,E}
4 2

d) |7 <1
e) [7>1
f) [z-1=1

z-1
=1
9) -

hy 1221 <1,
z-2

4. Precizati intersectia curbelor
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[2=3
2)

argz =

NG}

1=

argz =

Ala w

5.

Ce reprezintd multimea solutiilor ecuatiei

|z —2i| +|z +4i| =10?
R: Elipsa cu focarele in z = 2i i z = 4i.

6. Aritati ca in C au loc relatiile:

a) |z1 + Zz|2 = |21|2 +2 Re(zliz) +|zz|2

b) |Zl_22|2 =|Zl|2 _2R6(2122)+|22|2
0 |z, +zz|2 +[z, —22|2 = 2(|zl|2 +|22|2) (legea paralelogramului).

2.1. Aplicatii diverse

Operatii cu numere complexe

1. a) Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterile:

@+iy;(V3+iba-iva)

sunt reale.

b). Determinati valorile intregi ale lui n pentru care puterile respective
sunt imaginare

. L . . 1 <
2. Ce curba va descrie imaginea lui z = x + iy dacd — are partea reald

constanta?

3. Ce curba va descrie imaginea lui z = x + iy daca
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Z—i

- =k,keR"?
Z+i +

2.2. Solutii

Operatii cu numere complexe

1.
7, =(1+i)’ =[ﬁeiz]n
() {2]
Y LZJ
Imz, =0 k=13

sinnf:0<:> nr = 4kt = n = 4k
sinE =0=>n=06k
6
sin‘rm—n:O:n:%,k:SI:n:SI.
3 5
2. Sa se demonstreze urmatoarele identitati in C :
) |Zl +22|2 +|Zl _22|2 - 2(|21|2 +|22|2)
b) |21 +21|2 +|22 +23|2 +|23 +Z1|2 = |21|2 +|22|2 +|23|2 +|21 +t2Z,+2, i
0 b2z, 4l -2 = (142 Jae ol

d) |1_2122|2 -[2, _Zz|2 :(1_|21|2J(1_|22|2j

8
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2 2 2 _
e) |21| +|22| = |z1 —22| +2,2,+2,2,

Indicatie: Se foloseste relatia zZ = |z|2.
3. Daci |zi| =r,i=12,.,n,n>2, atunci

(Zl +22X22 +23)..(Zn +Zl) cR

a) E=
2122'"Zn
b) F= (zl+22X22 +23)..(zn +21)e R
Solutie:
=_ (z,+z )(z +Z )..(2 +7,)

Deci E=E implica EcR..

4. Aplicatii la olomorfie
Enunturi

4.1. a) Stabiliti domeniul de olomorfie al functiilor
@)=z Q=5 f()=—=
z 1+z

b) Reprezentati in planul complex domeniul respectiv
4.2. a) Demonstrati ci functia Vv(X,y) =e* siny poate fi parte imaginari a unei

functii f(z) olomorfe.
b) Determinati functia f(z) stiind ca f(0)=1.
¢) Determinati expresia lui f(z) in functie de z.

4.3. Fie functiile:

a) u(x,y)=(e"-e™)cosy
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b) u(x,y) =e*(xcosy—ysiny)
c) v(X,y) = (ex +e7% )sin y
Demonstrati existenta unei functii f(z) monogene pe un domeniu A, (care se

va determina) si stabiliti expresia functiei respective.
Indicatii si solutii
41. f(2)=Inz, () =Inp+i(p+2kn), ke Z daca z= pei‘P.

Deci u(x,y) =Inyx?+y?;v(x y) = arctan Y. + 2k
X

Conditiile Cauchy-Riemann
a_u_@ . X . _ 1
ox X“+y x? +y?
2 vor deveni \/ y
ou__ov y Y
o  0X X2yt xfx?+y?

cu solutiile y=0, x > 0.

Domeniul de monogenitate este semiaxa pozitiva a axei reale.

Daca
f(z)=l atunci f(z) = );+|y2
z X +y
de unde
X
u(x,y) =
x,y) iy
y
v(X,y) =
(x,y) 1y

Conditiile Cauchy-Riemann ne vor conduce la sistemul:

10
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y2_X2 :Xz_yz

cu solutia unica

x=0
y=0

care reprezintd originea sistemului de axe, dar care nu apartine domeniului de
definitie al functiei.
Deci functia datd nu e monogena in nici un punct din planul complex.

Domeniul de monogenitate este multimea vida. Pentru

2 2 .F
Z X+X =y +iy(2x+1
f(2)=——=f(2) = Y y(z )
1+z A+x)“+y
Deci
2 2
X+X°— . 2X+1
U(X-Y)=—2y2 §1 V(X.Y)=%
@+x)+y @+x)°+y

Conditiile Cauchy-Riemann ne conduc la sistemul:

A+x)(x+x* —y?) = y*(2x+1) s {(1+ X)(X+x% —y?) = y?(1+2x)
1+3x+2x% = 1+ X)(2xy +Y) @L+X)(L+2x) = y(L+X)(1+2x)

. . . 1
Din ultima ecuatie avem x = -1 sau X = ~3 sau y = 1. Pentru X = -1 rezulta

(din prima ecuatie) y = 0, dar punctul (-1,0) nu apartine domeniului de definitie

al functiei.
Pentru x =—1 =>y= iiﬁ ¢R. Pentru y=1=x, =0;X,, = ~1++/2. Deci
2 2 :

domeniul de monogenitate al functiei este format din punctele:

zlzi; z, =-1+\/§+i;23=—1—\/§+i.

11
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4.2. a) Pentru ca v(x,y)=e€"siny si fie parte imaginard a unei functii

. . . o%v  8%v
olomorfe, trebuie sa fie functie armonica, adicd Av=0 sau —+—=

o oy 0.

Se verifica usor.
b) Determinarea functiei f(z) se face folosind conditiile Cauchy-Riemann, din

care se obtine functia u(x,y).

x (ov Y (ov
u.y) Xo[ayj&.yo) "LIE

X Yy )
= I (et cosyo)it—j e*sintdt=e" cosy, —e’0 cosy, +
X0 Yo

+e” cosy—e” cosy, =e” cosy—e’0 CosYy,,.
Ultimul termen reprezinta o constanta, deci U(X,y) = e? cosy+C.
f(z) =e* cosy+C+ie*siny
Din conditia data f(0)=1=e°+C=1->C=0, deci f(z)=e*cosy+ie*siny.
X+iy —

c) f(z) =e*(cosy+isiny)=e*e” =e e’.
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